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Im Friihjahr 1975 bewies der Autor der vorliegenden Arbeit folgenden 
Satz [l]: 
Sei G ein zusammenhtingender, brtickenloser Graph, der einen Knoten v mit 
deg v 2 4 enthtilt. Seien e, = [v, x,], e2 = [v, x,], e3 = [v, x3] drei zu v 
inzidente Kanten derart, daJ e, und e3 verschiedenen B&ken von G 
angehiiren, falls v Artikulation von G ist. Sei 
Glj= G- {e,, ej} u {VI,} U { [Vlj, ~11, [VIj, Xj]}, 
wobei vIj 66 V(G), j E {2,3}. Dann ist mindestens einer der Graphen G,2, G,, 
zusammenhangend und brtickenlos, wobei dies sicher auf G,, zutr@t, falls v 
Artikulation ist. 
Im Sommer 1975 hielt sich der Autor auf Einladung von G. Sabidussi an 
der Universite de Montreal auf und wurde dort von diesem mit folgender 
Forschungsaufgabe konfrontiert. 
Definition 1. Sei G ein zusammenhangender Eulerscher Graph, T eine 
Eulersche Linie von G und S eine Kreisiiberdeckung von G (d.h. S ist eine 
Partition von E(G) in Klassen, sodal jede fur sich einen Kreis von G bildet). 
T und S heil3en kompatibel, wenn in T (unmittelbar) aufeinanderfolgende 
Kanten verschiedenen Klassen von S angehiiren (d.h., wenn zwei in 
derselben Klasse von S adjazente Kanten in T nicht benachbart sind), sofern 
der den beiden Kanten gemeinsame Knoten einen die Zahl zwei 
tibersteigenden Grad hat. 
Die von G. Sabidussi gestellte Aufgabe lautet: Sei G ein zusam- 
menhcingender Eulerscher Graph. Gibt es zu vorgegebenem S ein mit S 
kompatibles T und zu vorgegebenem T’ ein mit T’ kompatibles S’? 
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G. Sabidussi konnte den ersten Teil der Frage positiv beantworten; und 
such der zweite Teil der Frage la& sich leicht beantworten, falls fur 
JJ E Y(G) mit deg 2, > 2 sogar deg 2, z O(4) gilt: Man f%rbt die Kanten in T 
alternierend mit blau und rot, sofern der jeweils gemeinsame Knoten einen 
Grad gr60er als zwei hat, und gibt in einem Knoten vom Grad zwei den 
beiden Kanten diesselbe Farbe. Der aus den blau bzw. rot gefarbten Kanten 
gebildete Teilgraph G, bzw. G, ist Eulersch, hat also eine Kreisiiberdeckung 
S, bzw. S,. S = S, U S, ist offenkundig mit T kompatibel. 
Die vorliegende Arbeit sol1 die urspriingliche Aufgabe fur ebene Graphen 
beantworten und dariiber hinaus verallgemeinern. Aus dieser 
Verallgemeinerung folgt dann fur kubische Graphen eine Verallgemeinerung 
eines Satzes iiber die Existenz von Kreisen, in denen Kanten einer 
vorgegebenen Zerlegung in einen Linear- und einen quadratischen Faktor 
alternieren. 
Samtliche im folgenden verwendeten Begriffe, die nicht ausdriicklich 
definiert werden, konnen in [2] nachgeschlagen werden. Allerdings wollen 
wir als Graph bezeichnen, was in [2] such unter die Begriffe Multigraph und 
Pseudograph fallt. 
DEFINITION 2. Sei in einem Eulerschen Graphen fur beliebiges v E V(G) 
mit deg v > 2 eine Partition X(v) der zu v inzidenten Kanten in Klassen von 
je zwei Elementen (sogenannten “Durchgangen”) gegeben. Wir nennen 
X:=X(G) := u X(v) 
UE Y(G) 
ein Durchgangssystem von G. Im folgenden werden wir uns aus praktischen 
Griinden jedoch X als ein “System verbotener Durchgange” denken (im Hin- 
blick auf die Kompatibilitat von S und T bzw. von S und X im Sinne von 
Definition 3). 
DEFINITION 3. Seien S eine Kreisiiberdeckung und X ein 
Durchgangssystem des Eulerschen Graphen G. S und X heil3en kompatibel, 
wenn fiir adjazente Kanten e, f mit {e, f) c C E S gilt {e, f) @ X. Spater wer- 
den wir analog such einzelne Kreise als mit X kompatibel bezeichnen. 
Analog nennen wir eine Eulersche Linie T von G mit X kompatibel, wenn fur 
je zwei in T unmittelbar aufeinanderfolgende Kanten e, f die Beziehung 
{e, fi 4. X gilt. 
Es ist klar, da0 Definition 3 den urspriinglichen Begriff der Kompatibilitat 
verallgemeinert. 
SATZ 1. Sei G ein zusammenhiingender Eulerscher Graph, in dem ein 
Durchgangssystem X vorgegeben ist. Dann gibt es eine mit X kompatible 
Eulersche Linie T. 
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Beweis. Falls G nur Knoten zweiten Grades enthiilt, also G ein Kreis ist, 
so ist der Satz trivialerweise wahr, da X = 0 gilt. Wir nehmen also an, da13 
G such Knoten vom Grad gr6Ber als zwei enthalt. Seien fur einen festen 
Knoten v mit deg v > 2 drei zu v inzidente Kanten e, , e2, e3 so gewiihlt, da13 
{e,, e, } E X(v) gilt und e3 einem anderen Block angehiirt als e, , falls v 
Artikulation von G ist. Diese Wahl ist stets moglich, da Eulersche Graphen 
briickenlos sind. Dann ist nach dem eingangs erwiihnten Satz [ 1 ] mindestens 
einer der Graphen G,, , G,, zusammenhangend; und klarerweise sind sie 
such Eulersch. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) sei 
G(l) = G 13 zusammenhangend. Wir definieren (wobei wir 0.B.d.A. 
E(G”‘) = E(G) annehmen) 
x”’ =x-- wdll~ 1% e3wJ wl~ edI falls deg v > 4 
bzw. 
P’)=X- {{e,,fi}, {e2, e,H, falls deg v = 4 gilt. 
X1) stellt fur G(l) ein Durchgangssystem derart dar, da13 aus { gl, g2} E X 
die Beziehung {g,, g2} e x”) folgt, falls g, und g, such in G(l) zu einem 
Knoten vom Grad gr6Ber als zwei inzident sind. 
Jetzt stellen wir beziiglich Go) und x”’ dieselben tjberlegungen an wie 
vorher bezfiglich G und X, usw., SchlieBlich bricht dieser ProzeB nach 
k = k c (deg v - 2) 
Schritten bei Gfk’ mit Xk) = 0 ab. Gtk’ ist zusammenhiingend, also ein Kreis; 
dessen Durchlaufung beschreibt genau eine Eulersche Linie T von G. Nach 
Konstruktion ist T mit X kompatibel. Q.E.D. 
Der erste Teil der von G. Sabidussi gestellten Frage ist enthalten in 
FOLGERUNG 1. Sei S eine Kreiszi’berdeckung des zusammenhciitgereden 
Eulerschen Graphen G. Dann gibt es eine mit S kompatible Eulersche Linie 
T. 
Beweis. S induziert in natiirlicher Weise ein Durchgangssystem X von 
G: Gilt fur zu einem Knoten von mindestens viertem Grad inzidente Kanten 
g, und g, die Beziehung {g,, g2} c C E S, so gelte {g,, g2} E X. Zu diesem 
X gibt es nach Satz 1 eine kompatible Eulersche Linie T. Somit sind T und S 
kompatibel. Q.E.D. 
Ein zu Satz 
Durchgangssystem 
1 analoger Satz, wonach es zu vorgegebenem 
X eine kompatible Kreistiberdeckung gibt, ist im 
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allgemeinen falsch. Dies erkennt man anhand des vollstandigen Graphen K, 
in der Darstellung 
KS= (1, 2, 3, 4, 5j U {[i, i+ l]/l <i< 5, 6 = 1) 
U {[i, i + 2]/1 < i < 5, 6 = 1 } 
mit dem Durchgangssystem 
X= 6 HP, i+ 11, [i+ 1, i+2]}, {[i+ 1, i+3], [i+ 1, i+4]}}, 
i=l 
wobei such hier 6 = 1 (und somit 7 = 2, usf.) gesetzt wird. 
Angenommen, es gibe eine mit X kompatible Kreistiberdeckung S des K,. 
Da der K, zehn Kanten besitzt, aber keine Mehrfachkanten, mu13 S (da, wie 
man leicht sieht, keine mit X kompatible Hamiltonsche Linie existiert) aus 
genau drei Klassen C,, C,, C, bestehen, namlich zwei Dreiecken und einem 
Viereck. Andererseits kann der K, als aus dem Petersen-Graph durch “Kon- 
traktion” eines Linearfaktors L entstanden gedacht werden (d.h., die Kanten 
des K, sind ein quadratischer Faktor Q des Petersen-Graphen), wobei die 
beiden Durchgange in einem Knoten des K, zu verschiedenen Endknoten von 
1 E L im Petersen-Graph inzidieren. Dadurch entsprechen den Ci, i = 1, 2, 3, 
im Petersen-Graph drei Kreise pi, in denen Kanten von Q und L alternieren, 
und die paarweise nur Kanten von L gemeinsam haben. Farben wir die Kan- 
ten von Ci = ci n Ci mit i, so ergibt sich fur 2 = [v, w] E L, da0 die beiden 
Kanten von Q in v (bzw. w) verschieden gefarbt sind, und in v die gleichen 
Farben wie in w  auftreten. Gibt man f E L die dritte Farbe und fiihrt dies 
entsprechend fur alle I E L durch, so erha.lt man eine zulassige Kanten- 
falrbung des Petersen-Graphen mit drei Farben. Dieser Widerspruch zeigt, 
da13 es im allgemeinen zu vorgegebenen Durchgangssystem X in einem 
Eulerschen Graphen keine mit X kompatible Kreisuberdeckung S von G 
gibt. Man kann sich such leicht iiberlegen, wie man mit Hilfe des K, und 
obigem Durchgangssystem X = X(K,) sogar unendliche Mengen von 
Eulerschen Graphen mit jeweils entsprechendem Durchgangssystem 
konstruieren kann, zu dem es keine kompatible Kreisiiberdeckung gibt. 
DEFINITION 4. Ein Durchgangssystem X des Eulerschen Graphen G 
heil3t separierend, wenn es Kanten e,, e, mit {e,, e,} E X gibt, sodaf3 G,, 
mehr Komponenten als G besitzt. 
Es ist klar, daf3 zu einem separierenden Durchgangssystem X niemals eine 
mit X kompatible Kreistiberdeckung S existieren kann: Denn einer der 
Knoten v, zu dem e,, e, inzidieren, und von dem ausgehend G, Z gebildet 
wird, murk dann Artikulation sein (zumindest in dem Sinne, da13 such die 
Schlingen angehorenden Knoten als Artikulation und die Schlingen als 
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Blocke bezeichnet werden). Daher gibt es dann keine Kreisiiberdeckung S, in 
der der e, enthaltende Kreis nicht such e2 enthalten wiirde; denn die 
v,, E V(G,,) enthaltende Komponente von G,, enthiilt einen Block von G, 
der von den zu v inzidenten Kanten genau e, und e2 enthiilt (siehe dazu such 
den Beweis von [ 1, Satz 11). 
Andererseits ist das obige Durchgangssystem X(K5) nicht separierend, und 
zu diesem gibt es keine kompatiible Kreisiiberdeckung. In ebenen Graphen 
gilt jedoch 
SATZ 2. Ist X ein nicht separierendes Durchgangssystem des ebenen 
Eulerschen Graphen G, so gibt es eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung S 
von G. 
Beweis. Es ist klar, da13 G 0.B.d.A. als zusammenhangend angenommen 
werden kann. 
(A) G enthalt eine Artikulation v. Wegen der Struktur des Block- 
Artikulations-Baumes [2] kann v so gewahlt werden, da13 ein Block existiert, 
der v als einzige Artikulation von G enthah. Sei B ein solcher “Endblock” 
von G, der such v enthalt (moglicherweise ist B eine Schlinge) und sei 
X(v) = { {e, J&, {ek9fkla D a b ei sei die Bezeichnung 0.B.d.A. so gewahlt, 
da13 {ei,fi)fTE(B)#a fur l<i<j und {ei,f;:)nE(B)=O fir i>j gilt, 
wobei j eine natiirliche Zahl mit 1 <j < k ist. 
(1) { ei, f;:} c E(B) fur 1 < i <j. Dann ist jeder Durchgang in X, der 
eine Kante von B enthalt, zur Ganze in B; d.h. also, die Einschrankung XB 
von X auf B ist ein nicht separierendes Durchgangssystem von B, und daher 
ist X’ = X - Xe ein nicht separierendes Durchgangssystem von G’ = G - B. 
Da X nicht separierend ist, gilt 2 <j < k - 2, also gilt deg, v > 2, 
deg,, v > 2. Indem wir annehmen, da13 Satz 2 in jedem Eulerschen Graphen 
H mit ] E(H)\ < ] E(G)1 richtig ist (Induktion!), finden wir eine mit XB (bzw. 
X’) kompatible Kreisiiberdeckung Se (bzw. S’) von B (bzw. G’). Klarerweise 
ist 
S=S,US’ 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G (denn aus deg,, x = 2 oder 
deg, x = 2 folgt deg, x = 2, da X nicht separierend ist). 
(2) Es gibt ein i,, 1 < i, <j, mit {ei,, f;:,} d E(B). Da v sowohl in B 
als such in G - B geraden Grad hat, gibt es eine gerade Anzahl solcher i,. 
0.B.d.A. seien diese Kantenpaare (e,,f,), {e,,f*} ,..., (e,,,f&), und es gelte 
e, E E(B), fs & E(B), 1 < s < 2r <j, r 2 1. Wir definieren nun 
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falls deg, v > 2 (wobei { eP, &} fur p <j nicht existiert, falls 2r = j), und 
falls deg, u = 2. 
Analog definieren wir 
falls deg,, u > 2 and r > 1 (wobei {e,, S,} nicht existiert, falls 2r = j = k), 
und X&U) = 0 falls deg,, v = 2. Dabei konnen wir oJ3.d.A. die 
Numerierung der fi so gewahlt denken, da13 G - {fii- 1, f2i) fiir 1 < i < r 
zusammenhangend ist, falls nur r > 1 gilt. Gilt hingegen deg,, v > 2 und 
r = 1, so lassen wir in obigem Xc,(v) das Element (fi , f2} weg, wenn 
G - {f, , f2 1 unzusammenhangend ist. Weiters definieren wir fur w  # v 
&3(w) = X(w) falls w  E V(B) 
und 
X&w) = X(w) falls w  E V(G’). 
Schlief3lich ist 
xe= u XBW 
t E Y(B) 
ein Durchgangssystem von B, und es ist 
X’ = u XG4) 
teY(G’) 
ein Durchgangssystem von G’. 
Da B selbst keine Artikulation enthalt, und wegen der Definition von 
Xc’(v) folgt, da13 XB bzw. X’ ein nicht separierendes Durchgangssystem von 
B bzw. von G’ ist (X’ ist fur deg,, v > 2 und r = 1 moglicherweise nicht 
vollstandig, was aber wegen {fi , ft) @ X keine Rolle spielt). 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es sowohl in B eine mit Xe kompatible 
Kreisiiberdeckung S, als such in G’ eine mit X’ kompatible Kreisiiber- 
deckung S’. Dabei ist es moglich, da13 Xe = 0 oder X’ = 0 gilt; d.h. B oder 
G’ ist ein Kreis, d.h. S, oder S’ enthhlt genau ein Element K. Dann ist aber 
offenkundig K mit XB bzw. X’ kompatibel. Selbst wenn nur Xc(v) = 0 oder 
XG,(v) = 0 gilt, ist das e, und e, enthaltende Element K’ E S, mit X 
kompatibel, denn (e, , e,} @ X, {fi , fi) e X. Aus demselben Grund ergibt 
sich such im Fall deg,, v > 2 und r = 1 kein Widerspruch. Also la& sich 
insgesamt sagen, da0 such hier 
S=S,VS’ 
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eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist (denn aul3er in v wurden 
keine Durchgange geandert). Somit ist Fall (A) erledigt. 
(B) G enthiilt keine Artikulation. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dal3 G 
keine Knoten vom Grad zwei enthalt, denn in solchen Knoten wird X(v) 
nicht definiert. Fur den Minimalgrad 6(G) wird also 
angenommen. Dann mul3 es aber in G Zweiecke oder Dreiecke geben 
(Schlingen sind hier ausgeschlossen, da sie in Fall (A) als Bldcke behandelt 
wurden). Andernfalls folgten aus der Eulerschen Formel 
I V(G)1 - I E(G)1 + WI = 2 
(wobei 1 F(G)( die Landeranzahl von G ist) und aus den Gleichungen 
(wobei Ui die Anzahl der Lander vom Umfang i in einer festen Einbettung 
von G ist) folgende Beziehungen: 
und aus 6(G) > 4 folgt 
2 1 E(G)1 = c deg v 2 4 ( V(G)I. 
Also erhielte man 
8=4/ V(G)(-4lE(G)J+4)F(G)l~O, 
was ein offenkundiger Widerspruch ist. 
(I) G ist regular vom Grad vier. 
(1) G enthalt ein Zweieck 2. 
Seien a und b die Knoten von 2, e,, e2 seien die Kanten von 2. Seien 
weiters fi , f2 bzw. g, , g, die restlichen zu a bzw. b inzidenten Kanten. Die 
Bezeichnung sei so gewiihlt, da13 bei einer festen Einbettung von G die Kan- 
ten fi, e, , g, in derselben Landesgrenze sind, und daher $*, e2, g, ebenfalls 
Kanten einer Landesgrenze sind. Die entsprechenden Lander nennen wir L, 
bzw. L, (L, = L, wiirde implizieren, dalj a und b Artikulationen von G 
sind). 
(il) X(a)= I{ e1, 49 ux2117 X(b)= w,9 e*L kl9 &II’ 
Dann lassen wir in G die Kanten e, und e, weg und identifizieren a und b; 
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sei v = a - b; der so entstandene Graph wird mit G’ bezeichnet. Die Kan- 
ten von G’ werden als Kanten von G betrachtet. 
Wir definieren 
und fur w  E V(G’), w  # v, definieren wir 
X’(w) =X(w), 
soda0 
X’ =X-X(a) -X(b) U X’(v) 
wohldefiniert ist. Aus der Definition von X’ folgt unmittelbar, da13 X’ ein 
nicht separierendes Durchgangssystem von G’ ist. 
Da G’ weniger Kanten als G hat, konnen wir in G’ die Existenz einer mit 
X’ kompatiblen Kreisiiberdeckung S’ annehmen. Seien K’, und Ki die v 
enthaltenden Elemente von S’ (die Klassen von S’ werden stets als Kreise, 
die als Knoten-Kanten-Folge beschrieben werden kiinnen, gedacht). 
Enthalt K’, die Kanten fi, g, (bzw. fi, g2) und somit Ki die Kanten f., g, 
(bzw. fi, gi), so definieren wir 
K, = K’, U {e,}, K,=K;U {e,} 
S = S’ - {K;, K;} U {K,, K2}. 
Aus der Konstruktion von S folgt sofort, da13 S eine mit X kompatible 
Kreisiiberdeckung von G ist. Und andere Moglichkeiten fur K’, bzw. Ki gibt 
es nicht. 
(i2) X(a)= {IfI, e,L Vi, e,lL X(b)= {h eA9 bib edl- 
Wir konstruieren G’ mit v 3 a = b wie im Fall (ii), doch definieren wir 
urn X’ analog wie oben zu definieren. Es ist klar, da13 such in diesem Fall X’ 
ein nicht separierendes Durchgangssystem von G’ ist; das folgt aus der 
Ebenheit von G und weil X’ nur in v separierend sein kiinnte. 
Sei S’ wie oben definiert. Seien K’, , K’, E S’ mit fi, f2 E K’, und g,, 
g, E Ki (bzw. fi, g, E K’, und f2, g, E K’,). Im ersten Fall cfi, fi E K’,) 
definieren wir 
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S=S’U{K}; 
und 
im zweiten Fall (‘J, , g, E K’,) definieren wir 
K, = K’, U {e,), K2=KiU{el} 
und 
I S=S’- {K’,,Ki}U {K,,K,}. 
In beiden Fallen ist offenkundig S eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung 
von G. 
(i3) X(a)= he219 vlJ2 
Wir definieren such hier G’ mit u 
X’ wie in (ii) definiert. X’ kijnnte 
dal3 X in a separierend ist. 
= a = b wie in (ii), ebenso sei X(v) und 
nur in v separierend sein; das hiel3e aber, 
Also ist X’ ein nicht separierendes 
Durchgangssystem von G’. Sei S’ eine mit X’ kompatible Kreisiiberdeckung 
von G’. Dann enthalt K’, die Kanten fi, g, (bzw. fi, g2). Im ersten Fall 
definieren wir 
K, = K’, U {e,), K, = K12 U{e, 1, 
und im zweiten Fall definieren wir 
K, = K’, U {e, 1, K,=KiU {e,}. 
In beiden Fallen ist 
s = S’ - {K’,, K;} u {K,, K2} 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G. Somit ist der Fall (i3) 
erledigt. 
Der Fall X(a) = { {fi, e,L vu edL X(b)= ii e,,e,h kl, gd) ist aus 
Symmetriegriinden dem Fall (i3) aquivalent und mu13 daher nicht extra 
behandelt werden. 
Dal3 wir Durchgange von der Art 
in G nicht betrachten miissen, werden wir am Ende des 
zeigen. Daher kann Fall (1) als beendet angesehen werden. 
Beweises von (I) 
(2) G enthalt ein Dreieck d, aber kein Zweieck. 
Bevor wir wie im Fall (1) die einzelnen Ftille diskutieren, wollen wir 
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zeigen, dal3 G als dreifach-zusammenhangend angenommen werden kann: 1st 
namlich G vom Zusammenhang zwei, so gibt es zwei trennende Knoten x, 
y E V(G) und Teilgraphen G, , G, c G, sodal 
G, u G, = G, G, n G, = {x, Y}, 
W,) = 2, K(G& = 2 oder G, ist eine Block-Kette. 
(d.h., der Block-Artikulations-Graph von G, ist ein Weg). 
Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, darj G keine Knoten zweiten 
Grades, also G, mindestens zwei Knoten besitzt. 
Gilt deg,, x = deg,, y = 3, so seien e und f die G, und G2 verbindenden 
Kanten, die zu x bzw. y inzident sind. In dem wir G, einen neuen Knoten zi 
hinzufiigen und e bzw. f zu x bzw. y und zi inzidieren lassen, und indem wir 
in G, die Knoten x und y zu z2 identifizieren, erhalten wir die beiden 
zweifach-zusammenhiingenden Graphen Ci 9 fur die wir Xi = XIVCcii, 
definieren, i = 1, 2. In den nach Induktionsvoraussetzung existierenden mit 
Xi kompatiblen $* sei Ei der Zi enthaltende Kreis. 
Offenkundig ist dann 
K=(K, - zl) u (G - 5) u {e, fl 
ein mit X kompatibler Kreis von G, sodal nattirlich 
s=QJs*-{K,,K,}U(K} 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. Also nehmen wir 
deg,, x = deg,, y = 2 an. 
Seien e, , e,, fi , f2 die zu x in G inzidenten Kanten, g, , g,, h, , h, die zu y 
in G inzidenten Kanten, wobei wir 0.B.d.A. {e,, e2, g,, g2} c E(G,) 
annehmen. Wir haben drei Falle zu unterscheiden: 
(a) x(x)= {h e2L VlJil~9 X(Y) = hhy g2l9 h hdb 
Dann bilden wir aus Gi, i = 1, 2, zuniichst den Graphen G:, indem wir x und 
y durch zwei neue Kanten ki”, k$” verbinden und 
X(G:) =X(G) - (J {S’;i,‘i, d!j’!i} u {k\“, k:“} - U X(u) 
j=l PC! VCG:, 
definieren, wobei 
gilt und {k:“, kf)} einmal als Teil von X(x) und einmal als Teil von X(y) in 
G: zu verstehen ist. 
Klarerweise gilt ~c(Gi) > 2, und Gi hat weniger Kanten als G. AuDerdem 
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ist wegen rc(Gi) > 2 automatisch X(G:) ein nicht separierendes 
Durchgangssystem. Nach Induktion gibt es also eine mit X(G;) kompatible 
Kreistiberdeckung S: von Gi. Seien K~,i, K~,i die k\” bzw. kf’ enthaltenden 
Kreise in Si. Wegen der Eigenschaften von X(x) und X(y) gilt somit 
K’,,i # K;,i, und wegen G, n G, = {x, y} folgt 
Wj, 1 - kj’!“) n (K;,, - k,!“) = {x, y}, 
wobei x, y die Endknoten der vier Wege Kj,i - k,!” sind, i = 1, 2, j = 1, 2. 
Daher ist 
Kj = (Kj, 1 - k;l)) u (K;,, - k,!*‘), j= 1, 2, 
ein Kreis, der aul3erdem mit X = X(G) kompatibel ist. Daher ist 
S=S’,US’,- {Kj,i/i, j= 1, 2)U {K,, K2} 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G. 
wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dalj {ei,J;:, gi, hi} cE(LJ, i= 1, 2, gilt, 
wobei Li eine Landesgrenze in einer zu G fest vorgegebenen Einbettung von 
G in die Ebene ist. 
(b,) X2):= u VeY(G2)- ,x,Y, X(u) separiert G, nicht. Nach Induktion exi- 
stiert dann eine mit X2) kompatible Kreisiiberdeckung S2 von G2 und eine 
Kreisiiberdeckung S, von G,, die mit X-x’*) -X(x) -X(y) kompatibel 
ist. Daraus folgt, da13 
s = s, u s, 
mit X kompatibel ist, und wegen G, n G, = {x, y} ist S klarerweise eine 
Kreisiiberdeckung von G. 
(b2) Die in (b,) definierte Menge X2) separiert G,. Dann bilden wir wie 
im Fall (a) die Graphen Gi, i = 1, 2. 
Fur i = 1 detinieren wir X(G’,) wie im Fall (a), d.h., in x und y lndern wir 
die Durchgange. Die mit X(G’,) kompatible Kreisiiberdeckung Sl, von G’, 
enthalt dadurch sicher nicht den Kreis {k’,“, k:“}; wir bezeichnen mit K;, 1 
den Kreis von S; , der kj’), ej und gsci, enthalt, j = 1, 2, 8(j) = 1, 2 (0.B.d.A. 
gelte k,!” E K;,l). 
Fur i = 2 definieren wir zunachst 
X(G)= u x(u)u {{f,, k:*‘}, {f2, k:*‘}} u {{h,, k’,*‘}v (ha k:*‘H 
UEY(G~)-Ix,yI 
Da Cl, zweifach-zusammenhagend ist, ist X(Gi) in Gi nicht separierend. Da 
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aber andererseits X2) in G, separierend ist, so mu(3 fur jede mit X(G’,) 
kompatible Kreisiiberdeckung Sl, von Gi 
{ ki2’, k:*’ } 4 s; 
gelten. Aus demselben Grund kann sogar 0.B.d.A. angenommen werden, dal3 
der f. und k!*) enthaltende Kreis K’ j,2 such hi3fj) enthflt (man sieht das sofort 
ein, wenn man ein V, in dem X(U) G2 separiert, betrachtet und dort endende 
Abschnitte von K’,,, bzw. Ki,* niitigenfalls miteinander vertauscht). 
Nun kann man analog wie im Fall (a) folgern, da13 sowohl 
K, = wl,, - k;“) u (K;,, - ky’) 
als such 
K2 = RI - k:“) u (K;,, - k\*‘) 
Kreise sind. Nach Konstruktion gilt { ej 3 4) c Kj, { gj, hj} c Kj, Daher gilt 
insgesamt fur 
s = sl, u s; - {Kj,,li,.i= L2) U {K1,K2} 
wie im Fall (a), dal.3 S eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. 
Somit ist Fall (b) abgeschlossen. 
(4 X(x)= {hfd~ {e*J2H9 X(Y) = {{SP g21, h h211. 
Wir formen wie im Fall (a) Gi und analog dazu X(Gj) und erhalten Sj, die 
wegen der Gestalt von X(y) das Zweieck {ky’, ky’} nicht enthalt (in X(G$) 
I lassen wir den Charakter der Durchgiinge in x und y unvertindert, d.h. 
{e,, ki’)} E Xi(x), {hi, h,} E Xi(y), usf.). Jetzt bilden wir aus den KJ,l und 
Kj,, die Kreise Kj wie im Fall (b2); doch konnen wir fur die Kj,i, i, j = 1,2, 
nicht fordern, da13 K;,, die Kanten ej und gati, und gleichzeitig KJ 2 die 
Kanten & und hati, enthalt. Das spielt aber hier keine Rolle, da fur den 
Durchgang von Kj durch y nur wichtig ist, dal3 Kj eine Kante gsti, und eine 
Kante hi, i E { 1,2} enthalt. Definieren wir S wie im Fall (b2), so ist S such 
jetzt eine gewiinschte Kreisiiberdeckung von G, und Fall (c) ist erledigt. 
Da der Fall X(x) = ({e,, e,}, ifi ,f2}}, X(Y) = I { g2, h2}} zu Fall (c) 
symmetrisch ist, und da wir Fhlle der Art (*) nicht betrachten mussen, (siehe 
Ende des Beweises von (I)), ist die Behauptung, dal3 K(G) > 3 angenommen 
werden kann, bewiesen. 
Seien a, b, c die Knoten, e, = [a, b], e, = [b, c], e3 = [a, c] die Kanten von 
A. Seien fi, f2 bzw. g,, g, bzw. h,, h, die restlichen zu a bzw. b bzw. c 
inzidenten Kanten, wobei die Bezeichnung so gewahlt sei, da13 in einer festen 
Einbettung von G in die Ebene f,, e,, g, bzw. g,, e2, h, bzw. h,, e3, fi 
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Kanten einer Landesgrenze sind; die entsprechenden Lander seien mit L, 
bzw. L, bzw. L, bezeichnet. Wie oben schlieJ3en wir L, #L, #I,, #I,,. 
Jetzt betrachten wir die verschiedenen Miiglichkeiten fur X(a), X(b), X(c). 
Wir spalten den Knoten c in zwei Knoten zweiten Grades, c, und c2, sodalj 
h, , h, zu c, und e2, e, zu c, inzidieren. Fur den so entstandenen Graphen G, 
detinieren wir 
Xc = X(G) - X(c); 
und wir kijnnen in G, die Existenz einer mit XC vertriglichen Kreistiber- 
deckung S, annehmen, indem wir uns G, aus dem durch Auflosung von c,, 
c, erhaltenen Graphen G, durch Unterteilung zweier Kanten entstanden 
denken; G, und G, sind eben, G, hat weniger Kanten als G. 
Sei K f S, der h, , h, enthaltende Kreis. Enthiilt K such einen der Knoten 
a, b, so enthalt er beide, und daher 0.B.d.A. such c,. Das folgt aus der 
Struktur von X(a) und X(b). Dann geht aber K in G in zwei mit X = X(G) 
kompatible Kreise K,, K, fiber, sodalj insgesamt 
S=S,-KV{K,,Kt} 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. 
Daher miissen wir a, b, c2 6 V(K) annehmen. Seien K’ und K” die beiden 
a und b enthaltenden Elemente von S,. Wir bilden I(S,), den 
Durchschnittsgraphen von S, (siehe intersection-graph in [2]), und formen 
c = I(&) u {[K, K’], [K, K”] ). 
(Wir verbinden in I(S) die Knoten K(‘) und Kc*) stets durch genau 
1 K(l) n K(*) 1 Kanten.) 
Da G, zusammenhtingend ist, ist such I(S,) zusammenhangend, und daher 
gibt es in c einen Kreis 13, der neben K genau einen der Knoten K’, 
K” e V(G) enthiilt. Sei E unter allen moglichen solchen Kreisen so gewahlt, 
da13 ( V(K)1 minimal ist, und 0.B.d.A. gelte K’ E V(K); daher gilt wegen der 
Minimalitat von 1 V(E)1 such [K, K’] E E(K). 
Somit gilt 
x= K, [K, K’], K’,..., K. 
Wir betrachten die E entsprechende Kreismenge {K,, K, ,..., K,- , } c S,. in 
G; K, = K = K,, K, = K’, t > 2. Nach Definition von Z(S,) gilt in G 
KinKi. +O, O<i<t-1, 
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und wegen der Minimalittit von 1 V(@( folgt 
KinKj=0, i- l#j#i+ 1. 
Daher ist der von diesen Ki, 0 < i < t - 1, aufgespannte Teilgraph G, von G 
zweifach-zusammenhangend, und wegen K” & V(z) gilt sogar G, # G. Die 
Knoten zweiten Grades von G, denken wir uns 0.B.d.A. aufgelost, sodal 
auf V(G,) definiert ist; und es gilt X(c) c X(G,). 
Sei S, eine mit X(G,) kompatible Kreistiberdeckung von G, . Jetzt ist es 
klar, da13 
S = S, - (K,, K, ,..., K,-,} U S, 
eine mit X(G) kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. Somit ist der Beweis 
im Fall (i,) abgeschlossen. 
Dieser Fall ist einfach zu losen: Wegen K(G) > 3 gilt fur 
G,=G-A 
die Ungleichung 
das ist leicht einzusehen und wird daher hier nicht im Detail angefiihrt. 
Zu dem Durchgangssystem von G, 
X(G,) = X(G) -X(a) -X(b) -X(c) 
gibt -es eine kompatible Kreisiiberdeckung S, von G,, sodarj 
S=S,u {A} 
eine mit X(G) kompatible Kreistiberdeckung von G ist. 
(4) X(a)= Nfi4, K?Al, X(b)= w,9 &I~ {% 92H9 
X(c)= ~~%e,l~ vb w- 
Wir bilden wieder G, = G -A und betrachten dazu eine mit 
X(G,) = X(G) -X(a) - X(b) - X(c) kompatible Kreisiiberdeckung S, . Sei 
K, E S, der c E V(G,) enthaltende Kreis. Falls K, einen oder jeden der 
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Knoten a, b E V(G,) enthiilt, so bildet K, Ud einen echten Teilgraphen von 
G (da dieser keine Zweiecke enthalt) und ist zweifach-zusammenhiingend. Zu 
X(a) U X(b) U X(c) =: X(K, VA) findet man dann eine kompatible 
Kreisiiberdeckung S, von K,Ud, sodal insgesamt S, - K,U S, eine mit 
X=X(G) kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. Daher miissen wir a, 
b & V(K,) annehmen. Seien K, , K, E S, jene Kreise, die a bzw. b enthalten. 
(0) K, # K, . Sei I(S,) wie im Fall (il) definiert. Sei w  ein kiirzester 
Weg in I(S,) von K, zu einem der beiden Knoten K, , K, E V(I(S,)), sodal 
der andere nicht in w  enthalten ist. Aus Symmetriegriinden gelte 0.B.d.A. 
K, E V( m. Dann bilden die den Knoten von w  entsprechenden Elemente 
von S, zusammen mit d einen zweifach-zusammenhangenden, echten 
Teilgraphen G, von G (siehe Fall (iI)). Zu dem entsprechend definierten 
X(G,) gibt es eine kompatible Kreisiiberdeckung S, von G,, aus der zusam- 
men mit S, durch Weglassen der V(m entsprechenden Elemente von S, 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G gewonnen wird. 
(00) K,=KZ=& W’ ir erweitern S, zur Menge S’, indem wir EO in 
zwei Klassen zerlegen: 
K =KiUK,, E(Ki) n E(K,) = 0, KinK,= {a, b}, 
fi9 gl E Ki, fi9 g2 EK2 
gelte; d.h. x0 wird in die zwei a und b enthaltenden Wege zerlegt. Somit gilt 
Dazu betrachten wir Z(S’). Sei IV’ ein K, und Ki verbindender Weg in 1(S’). 
(a) K, & V( W’). D ann gibt es sogar ein solches IV’ mit K, 6$ V( W’), 
da13 nur aufeinanderfolgende Elemente von IV’ nicht-leeren Durchschnitt 
haben (d.h. (V( IV’)) = IV). 
In diesem Fall erweitern wir Ki und K, zu Kreisen: 
K,=K,U {e2,e3}, K,=K,U {e,). 
K2 ist mit X=X(G) kompatibel und K, ist genau in c nicht mit X kom- 
patibel, doch schliel3en wir wie im Fall (ii), dalj die durch V( IV’) - Ki 
reprtisentierten Elemente zusammen mit K, einen zweifach- 
zusammenhangenden, echten Teilgraphen G, von G formen (denn 
K, n G, c V(G)). Also gibt es zu entsprechend definiertem X(G,) eine kom- 
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patible Kreistiberdeckung S, von G, . Sei S, die V(W’) - Ki reprhsentierende 
Teilmenge von S,. Dann ist offenkundig 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G. 
(p) Jeder Weg IV’ von K, nach Ki in I(S’) enthalt such K, ; d.h., K, ist 
Artikulation von I(S’). Sei IV’ ein kiirzester Weg von K, nach Ki. Dann 
muO klarerweise 
W’ = K,,..., K,, Ki 
gelten, und in W’ haben die aufeinanderfolgenden Elemente nichtleeren 
Durchschnitt. Wir bilden E, und R2 aus Ki bzw. K, wie in Fall (a), und es 
ist leicht einzusehen, dal3 such hier der von den in V( W’) - tlvi, K,} 
reprasentierten Elementen von S, und El, K, geformte Teilgraph G, von G 
zweifach-zusammenhangend ist. Tatsachlich ist G, echter Teilgraph von 
G: K, besitzt in G, namlich genau a, b, c als Knoten vom Grad vier. Gabe es 
also in S, kein nicht schon in W’ reprasentiertes Element K, mit 
K, f? K, # 0, so bestiinde Ki aus einer einzigen Kante; d.h., es ware dann 
fi = g, , soda0 in G ein Zweieck 2 mit E(Z) = {e, , fi ] auftreten wiirde. 
Wegen dieses Widerspruchs folgt also G, # G. Sei X(G,) entsprechend 
definiert, S, die mit X(G,) kompatible Kreistiberdeckung von G,, und sei 
S, c S, in V( W’) - (Ki, K, } reprasentiert. Dann ist klarerweise 
s=s,- s*- KPJ~, 
eine mit X kompatible Kreisuberdeckung von G. 
Somit ist der Fall (i3) erledigt. 
Es bleibt also noch der Fall 
Wir bilden den Graphen G, wie im Fall (i,), sodafi h, , h, zu c, und e,, e3 zu 
c2 inzidieren, und definieren such hier XC = X(G) -X(c). Sei S, (siehe oben) 
eine mit XC kompatible Kreistiberdeckung von G, , K E S, enthalte such hier 
h, und h,. Wegen der Struktur von X(a) und X(b) kiinnen wir 0.B.d.A. 
c2 & V(K) annehmen. Daher geht S, beim Ubergang von G, zu G in eine 
Kreisiiberdeckung S von G iiber, die wegen {h, , h, ] 6$ X(G), {e,, e3) @ X(G) 
mit X(G) kompatibel ist. Somit ist such der Fall (i4) erledigt. 
Urn den Fall (I) abzuschliefien, bleibt noch zu zeigen, dal3 es keine 
Beschrankung der Allgemeinheit war, die Nichtexistenz von Durchgangen 
der Art (*) anzunehmen. 
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Wir nennen im folgenden einen Durchgang der Art (*), d.h. 
einen kreuzenden Durchgang, wobei fi , fi bzw. e2, e, unmittelbar aufeinan- 
derfolgende Kanten bei der Durchlaufung der entsprechenden Landesgrenze 
sind cfi, f2, e, , e2 konnen derselben Landesgrenze angehoren). 
Jetzt sol1 durch Induktion nach der Anzahl A der Knoten mit kreuzendem 
Durchgang gezeigt werden, da13 jeder ebene, regulare Graph G vom Grad 
vier mit nicht separierendem Durchgangssystem X eine mit diesem kompati- 
ble Kreisiiberdeckung S besitzt. 
(1) A =O. Dann ist die Aussage nach dem bisher Gezeigten 
trivialerweise erftillt. 
(2) A > 0. Sei a ein beliebiger Knoten mit kreuzendem Durchgang. Da 
der Fall, da13 G eine Artikulation besitzt, bereits friiher allgemein behandelt 
wurde, kann W) > 2 angenommen werden; daher ist jedes 
Durchgangssystem von G nicht separierend. 
Wir spalten nun a in zwei Knoten a,, a, zweiten Grades auf zwei 
mogliche Arten, urn einen ebenen Graphen zu erhalten: einmal sollen e,, e2 
zu a, inzidieren, das andere Ma1 e, , f, . Die beiden erhaltenen Graphen seien 
G, bzw. G, . Man sieht mit Hilfe von [ 1, Satz 1 ] leicht ein, dal3 wenn beide 
Gi Artikulationen besitzen, so besitzen sie genau eine und ein und dieselbe, 
nennen wir sie 6; und G kann als Vereinigung von vier a und b verbindenden 
Blockketten dargestellt werden, die paarweise genau a und b gemeinsam 
ha ben. 
Es ist jetzt klar, da13 fur mindestens ein Gi, 0.B.d.A. sei dies G,, 
X,=X-X(a) 
ein nicht separierendes Durchgangssystem ist; und zwar unabhangig davon, 
ob in G, Artikulationen existieren oder nicht; und A(X,) < A. 
Nach Induktion gibt es in G, eine mit X, kompatible Kreisiiberdeckung 
S,. Sei K, der e,, e2 enthaltende Kreis in S,. Giltf, &K,, so ist S, such mit 
X kompatibel (wenn wir S, such als Kreisiiberdeckung von G auffassen). 
Also miissen wir fi , f2 E K, annehmen. Dann gilt aber wegen der Ebenheit 
von G und G, fur K, die Darstellung 
K, =a. . e,, e2 ,... , f2, f, ,..., 
soda0 nach Identifizierung von a, und a2 zu a der Kreis K in die beiden 
Krei se 
K’ =. . - e, , fi ,.-. 
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und 
K” = e2 ,..., f2 
zerfallt. Da {{e,,J,}, (e,,&}} #X(a) gilt, ist 
S=S,-{K,}u{K’,K”) 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G. 
Somit ist der Fall (I) abgeschlossen. 
(II) In G existieren Knoten vom Grad grol3er als vier. Wir fiihren einen 
Beweis durch Induktion nach x (deg v - 4), wobei nur iiber v mit deg v > 4 
summiert wird. Wegen Fall (I) ktinnen wir x (deg v - 4) > 0 annehmen. 
Sei v mit deg v > 4 beliebig aber fest gewiihlt. Die zu v inzidenten Kanten 
seien entsprechend ihrer zyklischen Anordnung im Uhrzeigersinn in einer 
Einbettung von G in die Ebene mit e, , e2 ,..., eZk, k > 3, bezeichnet. Wir 
betrachten zu e,, e2, e3 die beiden Abspaltungen G,,, und G2,3 (siehe den 
Beginn dieser Arbeit bzw. [ 1 I). 
Da K(G) > 2 gilt, folgern wir analog wie oben, da13 wenn beide Graphen 
G 1,2, G,,, eine Artikulation besitzen, so besitzen sie genau eine und ein und 
dieselbe; die beiden zu gewissen ei inzidenten Knoten von G, ,* bzw. G,, 3 
sind keine Artikulationen in diesen Graphen (wegen K(G) > 2). Somit ist in 
mindestens einem dieser Graphen, 0.B.d.A. sei dies G, ,Z, keiner der 
DurchgHnge von X(w), w  # v, separierend. 
(1) {e,, e,} E X(v). Dann ist sogar X, = X- {{e,, e,}} ein nicht 
separierendes Durchgangssystem von G, = Gi,*. Sei S, eine mit X, 
kompatible Kreisiiberdeckung von G,. Sei K, E S, mit e, , e2 E K,. 
Gilt ei E K, fur ein gewisses i > 2, so zerfallt-analog wie oben-K, in 
zwei mit X kompatible Kreise K’, K”, wenn man wieder zu G iibergeht. Wie 
oben ist dann 
S=S,-{K,}u(K’,K”} 
eine mit X kompatible Kreistiberdeckung von G. 
Also nehmen wir K, n {ei 12 < i < 2k) = 0 an. 
G1,* ist zusammenhangend, da G zweifach-zusammenhangend ist. Also ist 
I(S,) zusammenhangend. Sei W = W(K,, K,) ein kiirzester Weg in I(S,), 
der K, mit irgendeinem K, mit 
K,n{e, 12<i<2k}#IZI 
verbindet. Analog wie frtiher schliel3en wir, da13 der von den in W reprasen- 
tierten Kreisen K,, K, ,..., K,. gebildete Teilgraph G, von G wegen der 
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Minimalitat der Lange von W zweifach-zusammenhangend ist; und dartiber 
hinaus folgt aus dieser Minimalitat, da13 G, keine Knoten vom Grad grol3er 
als vier erhah. 
Sei x E V(G,) mit deg,, x = 4;f, ,fi ,f3,fs seien zu x inzident (in G,). Gilt 
(f,, ft } E X(x) c X fur {s, t) c { 1, 2, 3,4}, so definieren wir 
und zwar unabhangig davon, ob {f,, &} in X(x) liegt oder nicht. Liegt 
hingegen kein Paar aus {fi , fi , f3 ,f4} in X(x), so definieren wir 
SchlieCjlich sei 
x, = u X,(x)* XE UGl) 
degc,x=4 
Da K(G*) 2 2 gilt, ist X, in G, nicht separierend. Nach (I) gibt es eine mit 
X, kompatible Kreisuberdeckung S, von G, . Nach Definition von X, sind 
die Elemente von S, such mit X kompatibel. Daher ist 
s = s, - {K. ,..., K,} u s, 
eine mit X kompatible Kreistiberdeckung von G. 
(2) {e,, e,} 65 X(v). Sei i,, i, E (3 ,..., 2/c}, sodal3 
gilt. Dann andern wir X(v) ab, d.h., wir detinieren 
x3(4 = X(4 - { { e19 eil}, ie2, eilll” {{eitT ei*ll 
fur w  # 21. 
Klarerweise ist dann in G, = G,,, such das Durchgangssystem 
x0 = u X,(x) XE V(Go) 
nicht separierend. 
Sei S, eine mit X0 kompatible Kreisiiberdeckung von G,. Sei K, E S, mit 
e,, e, E K,. Enthiilt K, keine der beiden Kanten ei,, cl,, SO ist SO-als 
Kreisiiberdeckung von G aufgefa&-such mit X kompatibel. Wir nehmen 
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daher { ei, , eiZ] n K, # 0 an. Beim ijbergang von G, zu G geht K, in zwei 
Kreise K’ und K” iiber, von denen moglicherweise einer oder beide nicht mit 
X kompatibel sind ({ei,, eit} n K, # 1zf bedeutet noch nicht Inkompatibilitat 
fiir K’ oder K” mit X). Sind K’ und K” mit X kompatibel, so ist 
S=S,-{K,}LJ{K’,K’) 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G. 0.B.d.A. sei daher K’ nicht 
mit X kompatibel, und es gelte 0.B.d.A. e,, ei, E K’. Wir bilden 
S’ = S, - {K,) u {K’, K”) 
Dies ist eine Kreisiiberdeckung von G’ = Gr,i, . Da K(G) > 2 gilt, mu13 G’ 
zusammenhangend sein (ist aber moglicherweise nicht eben), und daher ist 
such I’ = I(S) zusammenhiingend (Wir kiinnen S’ sowohl als Kreisiiber- 
deckung von G als such von G’ auffassen; I’ sol1 andeuten, daf3 der 
Durchschnitts-Graph von S’ beziiglich G’ gebildet wird). Sei 
W’ = K’, K, ,..., K, 
ein kiirzester Weg in I’, der K’ und ein such v enthaltendes Element K, von 
S’ verbindet. 
Wie in friiheren Fallen schlieOen wir, da13 der von den Kreisen K’, 
K r ,..., K,, gebildete Teilgraph G, von G zweifach-zusammenhiingend ist 
(denn W’ U [K’, K,] c I(S) ist ein Kreis und W’ hat minimale Lange), und 
auflerdem gibt es in G, nur Knoten vom Grad zwei oder vier. 
Nun definieren wir in V(G,) fur die Knoten vom Grad vier die Mengen 
X,(x) bzw. das Durchgangssystem X, von G, analog wie im Fall (l), 
erhalten schlieOlich wie oben S, und schlieBen analog, daf3 
S* = S, - (K’, I&.., K,j u S, 
eine mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist, es sei denn, K” # K, und 
K” ist nicht mit X kompatibel. Nehmen wir also letzteren Fall an. Dann gilt 
also e2, ei, E K”. Nun bilden wir analog zur obigen Vorgangsweise 
G” = Gz,iz und fassen S* als Kreisiiberdeckung S” von G” auf. Jetzt 
argumentieren wir wie im Fall (1): 
G” ist zusammenhangend, da K’(G) > 2. Daher ist I” = I(S*) zusam- 
menhangend, und sei w  ein kurzester Weg in I”, der K” mit irgendeinem K, 
mit K, f? {ei ( 1 < i Q 2k, 2 # i # i2} # 0 verbindet. Der den Elementen von 
@ entsprechende Teilgraph G, von G ist wieder zweifach-zusammenhiingend 
und enthiilt nur Knoten zweiten oder vierten Grades (wegen der Minimalitat 
von fl; usf. Alle weiteren Schritte (d.h., die Definition von X,(x), X, und 
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die dazu existierende kompatible Kreisiiberdeckung S,) werden viillig analog 
wie im letzten Teil von Fall (1) durchgefiihrt, sodal schliel3lich 
S=S* - V(jjjVS, 
eine gewiinschte mit X kompatible Kreisiiberdeckung von G ist. 
Somit ist der Fall (2) ebenfalls erledigt, und somit ist der Fall (II) erledigt. 
Also ist der Satz bewiesen. Q.E.D. 
EINE ANWENDUNG AUF DIE THEORIE DER EBENEN 
KUBISCHEN GRAPHEN 
Sei G, ein kubischer Graph ohne Briicken. Nach dem Satz von Petersen 
zerfallt E(G,) in einen quadratischen und Linear-Faktor, Q bzw. L. Sei 
Zi = [Xi, vi] E L, 1 < i < n, ] V(G,)I = 2n. Seien ei”, ep) die zu Xi und f/“, si) 
die zu yi inzidenten Kanten von Q. Wir bilden den regularen Graphen vierten 
Grades G, aus G, durch Kontraktion der Zi auf den neuen Knoten 
vi E xi E yi, wobei die Kanten von Qi als solche erhalten bleiben und 
daher in Ga dieselbe Bezeichnung wie in G, haben mogen. Somit sind eii), 
ey’, f:i), 3’) d ie zu Vi inzidenten Kanten. Wir definieren 
X(Vi) = { { ei”, ey)}, {ff’, fii’}} 
XQ=X(G,)= fJ X(Vi) 
i=l 
Wegen des Fehlens von Briicken in G, ist X, in G, nicht separierend. Ein 
bekannter Satz besagt nun: 
Ist G ein brtickenloser kubischer Graph mit einer Zerlegung von E(G) in 
einen quadratischen Faktor Q und einen Linearfaktor L, so gibt es zu jeder 
Kante einen Kreis, in dem Kanten von Q und L alternieren. 
Dieser Satz wird in einem klassischen Beweis des Satzes von Petersen 
verwendet, doch kommt man dazu such ohne diesen Satz aus [ 11. 
Seit einiger Zeit stellte sich der Autor der vorliegenden Arbeit die Frage, 
unter welchen Bedingungen es in einem kubischen, briickenlosen Graphen G, 
mit einer Faktorenzerlegung E(G,) = Q U L (in einen quadratischen und 
Linear-Faktor) miiglich ist, in G, eine Menge A4 von Kreisen zu finden, in 
denen 
(1) Kanten von Q und L alternieren, 
(2) Jede Kante von Q gehtirt genau einem Element von M (und daher 
jede Kante von L genau zwei Elementen von M) an. 
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Dal3 eine solche Menge M nicht immer existiert, zeigt gerade das Beispiel 
des Petersen’schen Graphen, aus dem wir das oben diskutierte Beispiel des 
K, durch Kontraktion eines Linear-Faktors gewinnen konnten. Wie wir 
anhand dieses Beispiels sahen, besteht zwischen einer solchen Menge M in 
G, und einer mit X, kompatiblen Kreistiberdeckung S, des aus G3 durch 
Kontraktion von L erhaltenen regularen Graphen vierten Grades G, eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung: Da ein K E S, keinen Durchgang 
{ gi”, g:“} c E(Q) nach Definition von X(Ui) enthalten kann, sind in G, zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgende Kanten von K zu einer Kante 1 E L adja- 
zent; durch Hinzunahme aller dieser Kanten wird K zu einem Kreis KC3’ von 
G, erweitert, in dem Kanten von Q und L alternieren. Und da S, eine 
Partition von E(G,) bildet, ist jede Kante von Q in genau einem solchen KC3’ 
enthalten. Somit erfiillt 
M = {Kt3’/K E So} 
die obigen Bedingungen. 
1st umgekehrt M mit obigen beiden Eigenschaften in G, gegeben, so geht 
jedes K (3) E M in einen Kreis K von G, iiber; denn eine eventuell in KC3’ 
existierende “Diagonale” kann nicht L angehoren. Da jede Kante von Q 
genau einem Kf3) angehiirt, gehijrt jede Kante von G, genau einem solchen K 
an. Somit ist 
S = {K/Kf3) E M} 
eine Kreisiiberdeckung von G, . Diese ist mit X, kompatibel, da in Kt3) 
Kanten von Q und L alternieren. 
Somit erhalten wir als Anwendung von Satz 2 (Beweisabschnitt (I)) eine 
Verallgemeinerung des oben zitierten Satzes iiber die Existenz alternierender 
Kreise; diese Verallgemeinerung gilt auf einer Klasse kubischer Graphen, die 
die briickenlosen, ebenen, kubischen Graphen als echte Teilmenge enthalt. 
SATZ 3. Angenommen, der briickenlose kubische Graph G besitzt eine 
Zerlegung seiner Kantenmenge in einen quadratischen Faktor Q und einen 
Linear-Faktor L derart, daJ der nach Kontraktion von L entstehende 
regulci’re Graph vierten Grades eben ist. Dann besitzt G eine Menge von 
alternierenden Kreisen (beziiglich Q und L), sod&l jede Kante von Q genau 
einem Kreis dieser Menge angehiirt. 
Beweis. G, = G fiihrt nach Kontraktion von L zu G,, der nach 
Voraussetzung eben (und auf alle Falle regular vom Grad vier) ist. Wie oben 
angefiihrt wurde, ist Xa ein nicht separierendes Durchgangssystem von G,, 
da G briickenlos ist. Nach Satz 2 gibt es eine mit X, kompatible Kreisiiber- 
deckung S, von G,. Nach den dem Satz 3 vorangehenden Uberlegungen 
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duziert S, in G eindeutig eine Menge von alternierenden Kreisen mit den 
gewtinschten Eigenschaften. Q.E.D. 
Unter der Annahme der Giiltigkeit der Vier-Farben-Vermutung liil3t sich 
Satz 3 und-wegen dessen Aquivalenz mit Satz 2 fur ebene regulare Graphen 
vierten Grades-such Satz 2 vie1 einfacher beweisen. 
Es gilt namlich folgender allgemeiner Satz. 
SATZ 4. Der brtickenlose kubische Graph G besitzt eine Zerlegung seiner 
Kantenmenge in drei Linear-Faktoren L 1, L,, L, genau a’ann, wenn in dem 
durch Kontraktion eines beliebigen Linearfaktors L von G entstandenen 
Graphen G, eine mit XQ kompatible Kreistiberdeckung S, existiert, sod@ 
XV(Q) < 3 gilt. 
Beweis. G, = G fiihrt bei fest vorgegebenem Linear-Faktor L c E(G) in 
eindeutiger Weise zu G, mit dem Durchgangssystem Xc. Angenommen G 
besitzt drei paarweise (kanten)-disjunkte Linear-Faktoren L,, L,, L,. Da 
jeder Knoten von G, vierten Grades ist, sind in jedem Knoten von G, genau 
zwei Kanten von L i und genau zwei Kanten von Lj, i #j, i, j E { 1,2,3 }, 
vorhanden (die unterdriickte Kante von L gehiirt dann L,, k = 
{ L2,3} - {i, j}, an). Somit spannen gewisse Kanten von Li, i = 1, 2, 3, 
einen Teilgraphen Hi von G, auf, sodal jeder Knoten von Hi zweiten Grades 
ist; d.h., Hi ist leer oder ein Kreis oder eine Menge disjunkter Kreise, die wir 
mit Si (zum Unterschied von Hi) bezeichnen. Jeder Kreis aus H, ist nach 
Definition eines Linear-Faktors und nach Definition von Xc mit diesem 
kompatibel. Also ist S, = S, U S, U S, eine mit X, kompatibel Kreisiiber- 
deckung von G,. Die Ungleichung 
XWQN G 3 
folgt aus der Disjunktheit der Elemente der einzelnen SI, und weil 
miiglicherweise ein (und nur ein) Hi eine leere Kantenmenge besitzt, also 
selbst der leere Graph ist. 
Durch Riickverfolgung der eben verwendeten Argumente 18Bt sich der 
zweite Teil des Beweises leicht fiihren. Q.E.D 
Wir wollen jedoch abschlieoend feststellen, da.0 Satz 2 und Satz 3 un- 
abhangig von der Vier-Farben-Vermutung giiltig sind und-wie man anhand 
von Satz 4 sofort erkennt-Satz 3 eine notwendige Bedingung fur die 
Gtiltigkeit der Vier-Farben-Vermutung darstellt. 
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